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FUNCION INVERSA

Si f: A — B es una funcion Biyectiva, entonces se define la funcién Inversa
de f como f*: B> A
y = x=t"(y)
Esdecir VyeB:f'(y) =x & f(x)=y
De donde: Dom(f*) = Ran(f) =B
Ran(f*) = Dom(f) = A

f={(x1;¥2); X2;¥1); (X35 ¥3); (X453 y4)} f* = {(y2;x1); (y1;X2); (V35 X3); (Va5 X4)}
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PROPIEDADES DE LA FUNCION INVERSA
1.Sif: A - B esinvertible : f(a)=b siy solosi f*(b) =a

2.Sif:A—> B esinvertible: (f*of)(x) =x; Vx €A
(fof)(x) =x; VX €B

3.Sif:A - B es invertible, entonces f*: B - A también es invertible.
Mas aun (f*)* = f.
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PROPIEDADES DE LA FUNCION INVERSA

4. Si f: A - B es invertible y creciente, entonces f* también es invertible
y creciente.

5. Sif: A - B es invertible y decreciente, entonces f* también es invertible
y decreciente.
6.Sig:A - By f:B — C soninvertibles, entonces fo g: A — C también
es invertible. Mas aun (fog)* =g* o f*
Demostracion
Siy=(feg)x) »x= (g () ....(D
y = f((g(0) —» () = f*(y) » x=g"(f*()) = (&" o £)(F)-rrre(ll)

De (D y (I) (fe g)*(y) = (g" o f*)(y)
- (fog) =g of”

5

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios



PROPIEDADES DE LA FUNCION INVERSA

7.Sify gsoninvertibles, entonces
a. h=fog—>f=hog" ; Vx € Dom(f) N Ran(g)
b.h=fog—og=f"oh ; Vx € Dom(feog)

Nota: Sifes invertible y acotada, su inversa f* no siempre esta acotada
Ejemplo: f(x) = arctan(x), Vx € R
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CALCULO DE LA FUNCION INVERSA

Caso 1: Si la funcion f biyectiva esta expresada en pares ordenados, la obtencion
de la inversa f* consiste en conmutar el orden de todos los pares ordenados de f.

Ejemplo
Sea la funcién Biyectiva f: {—1; 0; 2; 4} - {2; 3; 4; 5}
f={(-1,2); (0, 4); (2 3); (4 5)}

Halle: a) f* b) f*of c)fof*
Solucion

a)f"={(2 -1); (4 0); (3 2); (5 4)}
b) £* o f={(-1; -1); (0; 0); (2; 2); (4; 4)}
c) fof"={(2 2); (4 4); (3,3); (5 5)}
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/Caso 2 : Sila funcion f es invertible y contamos con el dominio y la regla de \

o

correspondencia y=f(x).
i. Despejar x en funcién dey, es decir, x = f* (y).
ii. Intercambiar las variables.

iii. Calcular el Ran(f), pues Dom(f*) = Ran(f). J

Ejemplo:

Dada la funcidny = f(x) = 2x—1 ; —1 < x < 3, determine su inversa.
Solucidn

I. Despejando xdey =f(x) =2x—1

y+1
y=2x—1 —>X=—2
x+1

ii. Intercambiando x pory: y=f*(x) = .

iii. Hallando Ran(f) = Dom(f*) = [f(—1); f(3)) = [—3;5) (Funcidn creciente)

Finalmente: f*(x) = %1 X € [—3;5)
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Ejemplo
Dada la funciény = f(x) = x* —6x+8 ; x < 2., determine su inversa.
Solucidon
i. Despejando xdey = (x — 3)?—1
x—3)?2=y+1 > [|x-3|=,y+1
—x+ 3 = \/m

Xx=3—4y+1
ii. Intercambiando x pory: y=f*(x) =3 —vx+1
iii. Hallando Dom(f *) = Ran(f) = (0; ) (Funcidn decreciente)

Finalmente: f*(x) =3 —+vx+ 1, x € (0; o)
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Ejemplo
Sea la funcién f definida por f(x) = ;—2 ;X £ —4

Halle: a) f* b) fof* c)f*of
Solucién

ax+b —b a
Nota: Si f(x) = ol ¢———>f() e
a) f*(x) =2 .x#2

* - X\ _ 2(24—Xx) il 28—Xx =
b)(fof)(x)—f(;)— Bl =T = x; x# 2

£ o F)(x) = f* Sl e |
0 (f o D) =7 () =L =3P = x; x# —4
X+4
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Ejemplo
Sea f: [—a ;) — B, la funcion invertible definida por f(x) = x? + ax + 3.
Sif*(6) = 3, determine la funcién inversa f*.

Solucién

£5(6) = 3 - f(3) = 6 1
f3)=9+3a+3=6->a=-2 !

f(x) =x?—-2x+3=x—-1)%?+4+2;x>2 f

Del grafico Ran(f) = Dom(f*) = [3 ;00)
f: x—1%*=y—-2;x=2
Xx—1=,y—2;x=2

X=,y—2+1;x=2
f*x) =vx—2 +1;x=>3

=2 -1 ] 1 2 3 X
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ﬁ\lota: Si f es una funcién biyectiva de la forma: \
_ fl (X) ;X € Dom(fl)
fx) = {fz (x) :x € Dom(f,)

Su inversa se halla calculando la inversa de cada subfuncion f; y f,, en
su respectivo dominio.

\ Esto se puede generalizar para el caso de tres o mas subfunciones. /
Ejemplo:
Dada la funcion f(x) = { " 1-x ;x=1 , determine su inversa.
5 — ok i gl 5
Solucion

fi(x) =Vl—-x;x<1->f{x)=1—-x% ;x>0
f(x) =5-—2x ;x> 3 —>f2*(x)=?;x<—1

1—x% :x>0
WP (x) =<5—x
2

rx< —1
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Representacion grafica de la inversa

Conociendo la grafica de una
funcién f (invertible) se puede
determinar la grafica de su
inversa, haciendo una reflexién
de la grafica de f respecto a la

funcidon identidad I(x) = x ;x € R

13

UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA - Centro de Estudios Preuniversitarios



Ejemplo
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Ejemplo:

Sea la funcioén f definida por f(x) = [x] + vx — [X] ; —1 < x < 2, determine la
grafica de la inversa de esta funcion.
Solucidn

(C14+VXF1:-1<x<0
f(x) =4 VX ; 0<x<1

L 1+vx—1; 1<x<2
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Ejemplo. Dada la funcion f definida por f(x) =x+4vx—1—-2; x€[2;5].
Determine f~*.
Solucién

f(x) =x—2+4Vx—1; x€[2;5].
f es creciente (suma de funciones crecientes)
Ran(f)=Dom(f* ) = [f(2);f(5)] = [4; 11]
= (m + 2) 2 —
(Vk=T+2)2=y+5
Vx—1+2=,y+5
x—1=(/y+5-2)2
x=(Jy+5-2)2+1
=y+10—4,/y+5
A (x) = x4+ 10— 4Vx + 5;  xe[4;11]
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Ejemplo. Sea f la funcién definida por f(x) = 2x+Vvx? -9 ; x> 3
a. Verifique que esta funcion es inyectiva
b. Determine su inversa

Solucion
a. Comof;(x) =2x, f,(x) =+x, f3(x)=x%—9 son crecientes en [3;c0),

Entonces f =f; 4+ (f,o f3) es creciente.
Por lo tanto f es inyectiva, y Ran(f) = [f(3);00) = [6;0).

b. y—2x=+vVx?-9; x>3
3x2 —4yx + (y2+9)=0; x=>3

4y + 2\/y? — 27 2y &+ A/y2 — 27
X = - X =
6 3
2X — Vx2 — 27
3 )

f*(x) = Vx >

Para la eleccion del signo, hemos usado
f3) =6 & f*(6)=23
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Ejercicio 279 (4ta Practica Calificada CEPRE-UNI 2022 2)

Dada la funcion f definida por f: (=9 ; —1) - B/f(X) = —/—x
Determine el dominio de f*.

A) (1;8) B) (2; 7] C) (-3;-1) D) (6;9] E) (—4; )
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Ejercicio 280 (Examen de Admision UNI 2018 1)

4x+1 _

Sea f(x) =

su domlnlo y rango.

X > % Halle la funcion inversa de f denotada por f* e indique

A) () = ZXX_+21 ; Dom(f*) = (3; 0o} ; Ran(f*) = (—o0; oo)

B) f*(x) = ; Dom(f*) = (3; o) ; Ran(f*) = <— oo>

C) f*(x) = = ; Dom(f*) = (2; o0); Ran(f)_<— oo>

D) *(9) = 2= ; Dom(f*) = R\ {2}; Ran(f") = (3; oo)

X+1

E) f*(x) = = ; Dom(f*) = (1; o) ; Ran(f") = (g ; oo>
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Ejercicio 282 (4ta Practica Calificada CEPRE-UNI 2023 1)

Dada la funcién f definida por f(x) = —x* + 4x — 2 ; x € [—1; 2].
Determine f* y su dominio.

A)f*(x) =-2—-vx—2; X € |[0; 2] B)f*(x) =—-2—-+vx—2; X€|[2;11]
C)f'(x)=-2—-+vV2—-x; x€|0;2] D) f*(x) =2—-V2—x; Xx€E|[-7;2]
E) f*(x) = 2 — VX ¥ 2 ; X € [2; 11]
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